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 :  المقدمة
التصنيعية أو الخدميةة ممةا يتطلةب العمة   تيشهد العصر الحالي  تطورات سريعة سواء على مستوى المؤسسا

بمفةةاميإ إداريةةة معاصةةرة والعمةة  بلسةةاليب علميةةة وطرااةةج متطةةورة ممةةا يوعةة  الترتيةةم علةةى بحةةوث العمليةةات المحوسةةبة 
سةةرعة  ةةي الحصةةو  علةةى المعلومةةات الممهةةدة لعمليةةة اتخةةاا القةةرار   ةة  عةة  اإسةةتخداإ ,وصةةوإ إلةةى تحقيةةج عامةة  ال

 . [1],[5]  الأمث  للموارد المتاحة .
تتةةللم معظةةإ مسةةاا  البرموةةة الخطيةةة مةة  نمةةواج ريا ةةي  ووتعةةد البرموةةة الخطيةةة إحةةدى أسةةاليب بحةةوث العمليةةات 

د الح  الأمث  لدالة الهدم محققاً بالك وميع قيود المسللة وموموعة قيود خطية يراد إيوا يتتو  م  دالة مدم خطية
     بمتغيرات غير سالبة.

بمسةةاا  البرموةةة التسةةرية  تةةدعى المسةةاا  حيناةةاتتةةو  دالةةة الهةةدم نسةةبة بةةي  دالتةةي  خطيتةةي  وقيودمةةا خطيةةة   عنةةدما
 . [6],[13] ومي م  الموا يع المهمة  ي بحوث العملياتالخطية 

ح  مساا  البرموة التسرية  (J.P. Crouzeix, J.A. Ferland and S. Schaible) ود ت  م او    1985 ي عاإ  
 .S. Hashizume, M. Fukushima, N. Katoh and T) اسةتخدإ . [7]الخطيةة باسةتخداإ طريقةة مطةورة ,

Ibaraki تةةة  مةةة   درس . [12]خوارمميةةةة التقريةةةب لحةةة  مسةةةاا  البرموةةةة التسةةةرية الخطيةةةة, 1987(  ةةةي عةةةاإ(A. 

 باستخدام طريقة لاكرانج المطورة الخطية صياغة وحل نماذج البرمجة الكسرية

 

 رشيد بشير رحيمه

 قسإ الإحصاء - إقتصاداتلية الإدارة و  -وامعة اي قار 

 الخ صة

 
تإ  ي ماا البحث استخداإ طريقة إترانج لح  مساا  البرموة التسرية الخطية وتطويرما والك م  خ   
إيواد صيغ ريا ية يمت  بواسطتها إيواد الح  مباشرة دو  استخداإ اإشتقاقات التفا لية المعقدة , الأمر الاي 

يرات وتالك سهولة العمليات الحسابية مما أدى إلى الوصو  إلى الح  أدى إلى تقلي  احتماإت تصفير بعض المتغ
للحصو  على  بلغة  يووا  بيسك المطورة إترانجوطريقة  الأمث  بلسرع وقت ممت  . وتإ برموة طريقة إترانج

تلة واوهات عرض ويدة عند ح  مساا  البرموة التسرية وماا يساعد متخا القرار على إيواد الح  الأمث  للمش
  بلسلوب مطور مبرمج بلغة متقدمة وم  أمإ لغات العصر البرموية .

 

http://www.springerlink.com/content/?Author=S.+K.+Bhatt
http://www.springerlink.com/content/?Author=S.+K.+Bhatt
mohamad
Typewritten text
Website: http://jsci.utq.edu.iq                                             Email: utjsci@utq.edu.iq



 

 871 

 2022/شباط                                  (4)2 الوجلد                               هجلة علوم ذي قار        

Cambini, E. Castagnoli, L. Martein, P. Mazzoleni and S. Schaible  بعةض   1990(  ةي عةاإ
( البرموةة التسةرية  M. Gugat) درس 1994.  ةي عةاإ [6]التطبيقات اإقتصادية باستخداإ نمااج البرموة التسةرية 

 . [11]نصم ال نهااية   ,
النقطةةة الداخليةةة   طريقةةة مطةةورة مةةي طريقةةة  1995(  ةةي عةةاإ ,R.W. Freund and F. Jarre) اقتةةرح تةة  مةة  

(interior-point method,لح  مساا  البرموة التسرية الخطية )[10] . 

الشةرط ال ةروري والتةا ي  لحة  مسةاا    1999(  ةي عةاإ  H.C. Lai, J.C. Liu and K. Tanaka)  ناقش ت  مة 
( م  دراسة مساا  البرموةة التسةرية الخطيةة  ةي ,H.C. Laiتمت )   2000.  ي عاإ [15]البرموة التسرية الخطية,

تعمةيإ البرموةة التسةرية علةى     2000(  ةي عةاإ  ,H.C. Lai and J.C. Liu)  حةاو  . [17], -(L, ρ,θ)  ةاء
 . [18]موموعة م  الدوا  المحدبة,

مة  دراسةة المسةللة الثناايةة  ةي البرموةة العقديةة    2001(  ي عةاإ  ,H.C. Lai. J.C. Lee and J.C. Liu)   تمت 
 شةروط  2001(  ةي عةاإ  ,Z.A. Liang, H.X. Huang and P.M. Pardalos)  درس ت  مة  . [14]التسرية,

( ,H.C. Lai and J.C. Liu)  اسةتخدإ تة  مة  . [16]اإمثلية والمسللة الثنااية  ي البرموة التسرية غير الخطية ,
أ ةةراح يحيةةى قةةدمت ) . [19]لدراسةةة  مسةةاا  البرموةةة التسةةرية  العقديةةة ,    (quasi/pseudoدوا ) 2002 ةةي عةةاإ
اووةد )محمةد  [3]. تخداإ نمةااج  البرموةة التسةرية  ةي لمقياس التنمية البشةرية باسة ةدراسة إحصااي 2004( عاإمحمد

الترتيب المحصولي الأمث    ي مصر والاي يعظإ صا ي عااد الربح للمتر المتعب م  الميةا   2005صالح ( عاإ  
(  ةي  Quanju Zhangو ,Fuye Feng Yong Xia)طبةج تة  مة   [.4باستخداإ البرموةة التسةرية  غيةر الخطيةة  

 . [8]اسلوب البرموة التسرية  ي الشبتات العصبية , 2006عاإ 
اإمثليةة  ةي البرموةة التسةرية  2007(  ةي عةاإ   rC. R. Bectoو ,A. Mehra S. Chandra) قش تة  مة نةا 

الح    2008)عباس احمد حس  , اسراء مادي حس  ( عاإ  اوود ت  م  . [20]الخطية اات المعام ت ال بابية,
 اقترح ت  م . [2 العددي الأمث  لمساا  البرموة التسرية

    (Fengqi You, Pedro M. Castro, Ignacio E. Grossmann  عةةاإ ) طريقةةة مطةةورة مةةي  2009
(Dinkelbach’s algorithm      لإيواد الح  العددي الأمث  لمساا  البرموة التسرية )[9] . 

 .الخطية البرموة التسريةتإ  ي ماا البحث استخداإ طريقة إترانج وتطويرما لح  مساا  
 طريقة مضروبات لاكرانج لحل مسائل البرمجة الكسرية   -1

أغلب مساا  البرموة الخطية وال خطية والتسرية  الحصو  على قيمة قصوى )عظمى أو صغرى  لع  م  المفيد  ي
( لدالة الهدم و قا لموموعة م  القيود أو الشروط ألإ ا ية . أ  طريقة م روبات إترانج بإمتانها تحقيج الك 

عى بدالة إترانج , وتوري على ما  حيث تستخدإ الطريقة دالة مدم وموموعة معينة م  القيود لتتوّ  دالة وديدة تد
الدالة عدة اشتقاقات تفا لية تتو  طويلة  ي أغلب ألأحيا  للحصو  على موموعة معادإت بواسطتها يمت  

 . [13  , [7  .الوصو  إلى ح  أو موموعة م  الحلو  يتو  الح  ألأمث  م   منها 
ولما تا  التثير م  مساا  البرموة ال خطية  ي حلها )وسيتإ منا ح  مساا  البرموة التسرية بطريقة إترانج ( 

التثير م  الغموض والتعقيد سواء تا  الح  بطريقة إترانج أو غيرما , لاا نحاو  تطوير ح  مساا  البرموة 
التسرية بطريقة إترانج لنستخرج م  معادإت الح  موموعة م  الع قات والصيغ توصلنا مباشرة إلى الح  بدو  
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بتتوي  دالة إترانج واشتقاقاتها التفا لية المطولة والتي قد نتو  م طري  إستخراوها  ي مساا  البرموة الخوض 
أل خطية , سوم نختم  تالك احتماإت الح  م  أو  الوصو  إلى الح  ألأمث  باحتماإت أق  ووقت أسرع 

اإ طريقة إترانج واشتقاقاتها التفا لية الطريقة   ي حي  سنتناو  منا استخد  وسنرى الك وا حا بعد تطوير ما
 المتعددة لح  مساا  البرموة التسرية الخطية  بشتلها أإعتيادي م  أو  الوصو  إلى الح  ألأمث  .

        الحل ألأمثل لمسائل البرمجة الكسرية بطريقة لاكرانج أيجاد -1.1

ال خطية  ما ينطبج م  الحلو  لح  مساا  البرموة تعتبر البرموة  التسرية الخطية حالة خاصة م  البرموة       
ال خطية يمت  تطبيقه لح  مساا  البرموة التسرية الخطية لت  العتس غير صحيح . أ  طرااج ح  مساا  

را سو  وطريقة  –البرموة ال خطية تثيرة منها طريقة أإتوامات الممتنة وطريقة الدوا  الومااية وطريقة نيوت  
انج وطرااج أخرى عديدة ولع  أتثر الطرااج شيوعا وأستعماإ مي طريقة م روبات إترانج وأ  أتثر م روبات إتر 

توتر التي تعتبر توسيعا لطريقة م روبات إترانج وسنستخدإ  –الطرااج التي لها قابلية التعميإ مي طريقة توم  
 ما  الطريقة لح  مساا  البرموة  التسرية الخطية 

 -للة البرموة التسرية بالنمواج الريا ي الأتي: إاا عبرنا ع  مس

Max Z=








DX

CX
   ………… (1.1) 

  S. t.     AX≤B                       

                X ≥ 0    

 :ديج أن

 X . تمث  متغيرات النمواج الريا ي  : 
تمث  الحد المطلج  ي دالة البسط : 
: تمث  الحد المطلج  ي دالة المقاإ 
Aمصفو ة المعام ت للقيود : 
B مصفو ة ثوابت الطرم الأيم  للقيود : 

 [2]الكسرية خطوات حل مسائل البرمجة  .1-1.1
  

دالة  قيمة و تت ولتي المقاإ, دالة والثانية البسط دالة الأولى تمث  خطية دالتي  إلى التسرية الهدم دالة نومئ -
 أتبر مايمت   البسط دالة تتو  أ  يوب مايمت  أعظإ الهدم

 (1MaxZ  ) أق  مايمت  المقاإ دالة تتو  بينما  (2MinZ  .) 
)  البسط دالة مع( 2MaxZبعد تحويلها إلى ) المقاإ دالة ومع حاص  م (    *MaxZ) دالة استخراج يتإ -2
1MaxZ) السلبية شروط عدإ إلى بالإ ا ة الأصلية المسللة قيود م  يا ي متو ر  نمواج  ي الدالة ما  تو ع ,ثإ 

 للخطوة  التالية . نامب الناتوة الخطية البرموة مسللة ,ولح 
( ونظرا لتثرة وداو  الح  وما simplex methodيمت  ح  النمواج الخطي الوديد بالطريقة المبسطة ) – 3 

 طريقة إترانج  ي الح  م  عمليات حسابية معقدة سنستخدإ  ايرا قه
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ولتو  قيود المساا  المراد حلها قد تحم  ع مة المساواة أو قد تحم  ع مة ال مساواة لاا سنتناو  دراسة الحالتي  
 تالأتي :                                                                                                               

 ( (Equality constraintsا تحمل القيود علامة المساواة عندم - أ
باستخداإ  (1.1)لنفرض أ  لدينا النمواج الريا ي ألأتي والاي تإ الحصو  عليه م  نمواج البرموة التسرية 

 الخطوات أع  

MaxZ* = f(x)                    

        S.t.       g1(x)=b1 

                      :         : 

                      :         : 
gm(x)=bm                                 

 

تشكم عاو دوال لا خطيح مستمرج قاتهةح نشتةتقال نكااةا تاسةتالو انذةم لادقةا  gi(x) ,(i=1,2,…,m)و f(x)ديج أن 

 نذم مسائم انثرمجح انكسريح اناطيح وأن                           

    ,≤  n   m    وx ( غير مشروط تشروط انشتهثيحX ≥ 0 .) 

 

 أن انلانح: 

 

 

 تدعى دالة إترانج 
                                       تسمى م روبات إترانج                                  وأ  المعلمات

  وأ  الشروط ال رورية للحصو  على الح  ألأمث  مي

 

 

 

 

( م  المعادإت ولالك يمت  ح  ما  المعادإت آنيا لإيواد n+mم  المتغيرات و ) (n+m) وبالك سيتو  لدينا
الح  لموموعة المعادإت ما  . أ  مصفو ة ميسي  تحدد لنا الشرط التا ي إمت ك الدالة قيمة عظمى أو قيمة 

قة الثانية  وأ  المصفو ة إلى نقطة واحدة تمث  المشت Hصغرى و ي حالة البرموة الخطية ستحو  مصفو ة ميسي  
H

B(Bordered Hessian matrix : المعر ة أدنا  بإمتانها أ  تحدد الشرط التا ي لإيواد الح  ألأمث  تالأتي  ) 
 

 

 

 

 مصفو تا   معر تا  تالأتي : P,Qحيث أ  
 

 

 

             

             j=1,2,….,n    ,  i =1,2,….,n     ,                                               ,                 
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Hتسمى 
B ( مصفو ةBordered Hessian matrix   حيث ستتو )x0  نقطة تعظيإ أاا تانت آخر المحيددات

H( إلى n-mالرايسية )
B  (1-)تحم  الإشارة

m+1    أو تتوx0   نقطة تصغير أاا تانت آخر المحيددات الرايسية
(n-m)  (1-)تحم  الإشارة

m  .[13] 
 (Inequality constraintsعندما تحم  القيود ع مة ال مساواة )  –ب 

لح  المساا  التي تحم  قيودما ع مة ال مساواة بطريقة م روبات إترانج إبد لنا قب  تتوي  دالة إترانج م  
ت  قيد مما سيميد عدد تحوي  متراوحات القيود إلى معادإت والك يتطلب منا إ ا ة أو طرح مقادير موهولة م  

توتر التي تعتبر  –موامي  المسللة  يميد م  صعوبة حلها وللتخلص م  ما  المشتلة نستخدإ طريقة شروط توم  
توسيعا أو تطويراَ لطريقة إترانج حيث تستخدإ ما  الطريقة شروطا نصفر بواسطتها بعض المتغيرات م  أو  وع  

عادإت و ح  نظاإ المعادإت المتتو  والوصو  م  خ   الك إلى موموعة عدد متغيرات المسللة مساويا لعدد الم
 :حلو  يتو  م   منها الح  ألأمث  للمسللة وسنو ح ما  الطريقة  ي البند ألآتي 

 توكر( –ما يسمى بطريقة شروط كوهن  )أوتوسيع طريقة مضروبات لاكرانج  –1.2

ات إترانج عندما تحم  قيود المسللة ع مة ال مساواة للحصو  سنو ح  ي ماا البند تيفية استخداإ طريقة م روب
إ ا ة إلى شروط أخرى  x≥ 0بدإ م   x   0- على الشروط ال رورية حيث تستخدإ ما  الطريقة شروط ال سلبية 

م  أو  تصفير بعض المتغيرات , لالك سيتو  النمواج الاي ستستخدمه طريقة إترانج الموسعة أو ما يسمى 
 توتر  تالأتي : –يقة شروط توم  بطر 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( باستخداإ 1.1والاي تإ الحصو  عليه م  النمواج )
الخطوات السابقة  . ولتحوي  وميع متراوحات القيود 

 إلى معادإت سيتو  لدينا النمواج الأتي :
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


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si=wiمووبا سنفرض )  siول ما  أ  يتو  المتغير المهم  
sj=hj)وأ   (i=1, 2, …, m)(حيث أ   2

2
حيث أ   (

(j=1, 2, …,n:ل  دالة إترانج ستتو  تالأتي . ) 
 

……..… (1.4) 

 

تمث  م روبات إترانج ومي مووبة  ي حالة التعظيإ سالبة  ي حالة التصغير ولح  النمواج        و     حيث أ 
 -الخطي ) أو ال خطي بشت  عاإ ( نتبع الأتي :

 توترال رورية وتما يلي  : –م  نود شروط تو 
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(  ةةل  وعةة  الدالةةة تتةةو   ةةي حالةةة التعظةةيإ مةةو لأ  مصةةفو ة ميسةةي  المحةةددة أو شةةبه المحةةددة 2.1ولحةة  النمةةواج )
ا  البرموةة الخطيةة, بالسالب  ي مساا  البرموة ال خطية وماا يماث  تو  المشتقة الثانية لدالة الهدم سالبة  ي مسا

 –( سةةيعطي الحةة  ألأمثةة  للنظةةاإ السةةابج. أ  تحقيةةج شةةروط تةةو  1.8( و)1.7( و)1.6( و)1.5وأ  حةة  المعةةادإت )
يسةاوي صةفر ,أو بتعبيةر أخةر أ   siأو  λi( , أي أ  أحد ماي  المتغيةري   1.7توتر التي تتلخص بتحقيج المعادلة )

 ( .1.8تو  خاروا منها , وتالك الحالة نفسها بالنسبة للمعادلة )أحدمما يدخ  الحلو  ألأساسية والأخر سي
تةوتر علةى نمةااج البرموةة ال خطيةة التةي يصةعب أيوةاد الحة  لهةا, لتننةا سةنطبج مةا   -غالبا ما تطبج شةروط تةوم 
الوصةو  إلةى الخطية لنتمت  إحقا م  أيواد الصيغ أو القواني  التي تمتننا م   التسرية الطريقة على مساا  البرموة

الحةة  مباشةةرة دو  الحاوةةةة إلةةى تتةةوي  دالةةةة إتةةرانج أوةةراء أإشةةةتقاقات التفا ةةلية الطويلةةة , تمةةةا أننةةا سةةنحاو  تقليةةة  
 احتماإت تصفير الح  م  أو  الوصو  إلى الح  ألأمث  و بوقت أسرع .

 أمثمة توضيحية 
 :  (1.1)-مثال 

 

 

 

 

 

 يتإ تحوي  النمواج ألتسري  تالأتي  : 
خطةوات حة   حسةب مةايمت  أقة  والمقةاإ مايمت  أتبر البسط يتو  أ  يوب يمت  ما الهدم أعظإ دالة قيمة تتو  لتي

 تالأتي:مساا  البرموة التسرية 
                                  Max z1= 3x1+4x2+1                                                  

+1                                   Min z2= x1+x2 
 يتإ تحوي  النمواج ألتسري  تالأتي  :  

خطةوات حة   حسةب مةايمت  أقة  والمقةاإ مايمت  أتبر البسط يتو  أ  يوب يمت  ما الهدم أعظإ دالة قيمة تتو  لتي
 تالأتي:مساا  البرموة التسرية 

 : الحل
 يتإ تحوي  النمواج ألتسري  تالأتي  : 

خطةوات حة   حسةب مةايمت  أقة  والمقةاإ مايمت  أتبر البسط يتو  أ  يوب يمت  ما هدم أعظإال دالة قيمة تتو  لتي
 تالأتي:مساا  البرموة التسرية 

Max z1= 3x1+4x2+1                               
+1                                   Min z2= x1+x2 

 Max z2= -x1-x2-1               (  نحص  علىMax z2إلى ) Min z2 دالة وبتحوي 

 مبي  أدنا  تما   * MaxZ    نستخرج البسط دالة مع المقاإ دالة وبومع

MaxZ * = 2x1+3x2 

Sub. to : 2x1+x2     ≤ 50 

                                                                                           x1 , x2  ≥ 0 
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 توتر سيتو  لدينا ألأتي:  -قيد إلى معادلة وا  ا ة شروط أل سلبية لتوم بتحوي  متراوحة ال
MaxZ * = 2x1+3x2                                   

Sub. to : 2x1+x2+x3
2
-50  = 0             

               -x1+x4
2
 = 0                                       

                   -x2+x5
2
 = 0                                       

 وتتو  دالة إترانج تالأتي:
 
 
 

 حيث أ                    تمث  م روبات إترانج .
 

 

 

 

 

 

 

 

                           …………………………………………………… (1.1.1)     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

………………………………………………………... (1.1.2)                          

 

 

 

………………………………………………… (1.1.3)    
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………………………………………………………… (1.1.4)                          

 

 ( نحص  على1.1.2وم  المعادلة )
 

 

……………………………………………………. (1.1.5)                         

 

 

 نحص  على (1.1.5(  ي المعادلة )1.1.4وبتعويض المعادلة )
 

 

………………………………………………………... (1.1.6)                       

 

 

 

متممةة  λ3  و x1متممةة  λ2وأ   s1متممةة  λ1( تسةمى بةالمتغيرات المتتامةة أي أ  1.1.6حيث أ  متغيةرات تة  مة  )
x2 ( نحص  على1.1.3( و )1.1.1والعتس صحيح . م  المعادإت ) 

 

 2λ1 - λ2  = 2       

 λ1 - λ3   = 3                                           ……………………………… (1.1.7) 

 2x1 + x2 + s1 = 50                     

 

( متغيرات م  أو  الحصو  على ح  لها  3(   بد م  تصفير )3( وعدد الموامي  )6ولما تا  عدد المتغيرات)
( لاا  ل  احتمالية 2( وعدد المتغيرات  ي ت  معادلة مو )3مو ) (1.1.6المعادإت , ولما تا  عدد معادإت )
2التصفير لها  المتغيرات مو         

3
 والودو  الأتي يمث  عدد الطرااج الممتنة لتصفير المتغيرات    8 = 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2

41
xx 

2

52
xx 

011 s

02

42 x

02

53 x

011 s

012 x

023 x

 (2.1.1ودو  )
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 ( سنحص  على الح  ألأمث  ألأتي:1.1.1( واستخداإ الودو  )1.1.7وبح  معادإت )
x1

*
 = 0  ,    x2

*
 = 50     ,   Max  z =3.941 

 [13] .وماا الح  مطابج لح  المسللة نفسها بطريقة السمبلتس 
 

 تطوير طريقة إترانج لح  مساا  البرموة التسرية - 2

           المقدمة   2.1 
إحظنا عند حلنا لمساا  البرموة التسرية الخطية بطريقة م روبات إترانج  ي البند السابج أ  الح               

يستدعي  ي البداية تتوي  دالة إترانج ثإ أوراء اشتقاقات تفا لية متعددة م  أو  الحصو  على موموعة م  
م  الحلو  يتو  الح  ألأمث  م   منها . أإ أننا  المعادإت التي يمت  بواسطتها الوصو  إلى ح  أو موموعة

منا سنحاو  تطوير ح  مساا  البرموة التسرية بطريقة إترانج حيث نستطيع أ  نستخرج م  اشتقاقات تفا لية 
للح  موموعة م  القواني   والصيغ التي نستطيع بواسطتها التوص  مباشرة إلى موموعة معادإت بحلها يمت  

ح  بدو  الخوض بخطوات تشتي  دالة إترانج أو اشتقاقاتها المطولة وسنختم  تالك طرج التصفير الوصو  الى ال
العديدة الممتنة لتصفير بعض المتغيرات م  أو  الوصو  إلى الح  ألأمث  باحتماإت أق  ووقت أسرع ساعد  ي 

 الك الخاصية الخطية للبرموة التسرية واسلوب  المصفو ات .
 البند السابج( :  ي(1.1)نمواج البرموة التسرية ألأتي)النمواج لنفرض أ  لدينا 

 

Max Z=








DX

CX
       …………(2.1) 

sub. to: AX≤B        

              X ≥ 0 

 

 والاي يمت  تحويله باستخداإ الخطوات السابقة إلى النمواج الأتي :

 Max Z *=CX 

sub. to: AX≤B               …………………………………………………….. (2.2) 

                X ≥ 0 

         

X)توتر وا  ا ة المتغيرات المهملة  –عند إ ا ة شروط ال سلبية لتو    
*
 , X

  '
 حيث  ( 

)',....,(*

)',....,('

2

2

2

12

22

11

nmmn

nmn

xxXX

xxXX








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 ( تالأتي 2.2سيتو  النمواج )

MaxZ *=CX 
Sub. to                             ……………………………………………… (2.3) 

 AX + ImX
 ' 
=B 

 -X + InX
*
 = 0 

 وبالك ستتو  دالة إترانج تالأتي 

)(*)1(*),,( 2XIXBXIAXCXxL nm   
 
 

 

                                                 ……………………………………………………….. (2.4) 

 

 

 

 

                                                    ……………………………………………………... (2.5) 

 

 

 حيث أ   (   X'=S)ولنفرض أ  

S=(s1,s2,…,sm) 

 وبالك ستتو  المعادإت التي نحص  عليها م  اشتقاج دالة إترانج تالأتي 

                         ……………………………………………………… (2.4) 

                         ……………………………………………………… (2.5) 
يمت  الحصو   اوعليه  عند ح  أية  مسللة برموة تسرية إداع لتتوي  دالة إترانج ثإ أوراء اإشتقاقات عليها أنم 

( . تما مو ح  ي 2.5( و)2.4على المعادإت المستخروة مباشرة م  اشتقاج دالة إترانج باستخداإ المعادلتي  )

 المسللة الآتية:

 لبند السابج ( ي ا 1.1)المثا   :  (2.1مثا  )

'*'''

*

0*

cIA

cIA

IAC
x

L

n

n

n






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BXIAX

BXIAX
L
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1 0)(
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0,

502:.

1

143

21

21

21

21










xx

xxtoSub

xx

xx
ZMax

 :الحل

يتإ تحوي  المسللة  تما مر بنا سابقا على و ج خطوات ح  مسا ا  البرموة التسرية  حيث ستتو  المسللة بالشت   
 الأتي : 

MaxZ * = 2x1+3x2 

Sub. to : 2x1+x2     ≤ 50 

                                                                                          x1 , x2  ≥ 0 
 :( التي توصلنا إليها م  اشتقاج دالة إترانج ومي تالأتي 2.5( و)2.4سنحاو  أإ  استخداإ القواني  )

 
 

           n=2 ,  m=1حيث أ  
 

   
B=50 

 
 , 
 
 
 
 , 
 
 
 
 
 
 

 2λ1 - λ2  = 2 
 λ1 - λ3   = 3                                           ………………………………….... (2.1.1) 
 2x1 + x2 + s1 = 50  
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( نفسها التي تإ التوص  إليها سابقا بعد تتوي  دالة 1.1.7( مي نفس معادإت )2.1.1ا  موموعة معادإت )
( 3د م  تصفير )( لاا إب3( وعدد المعادإت )6إترانج وأوراء اإشتقاقات العديدة, ولما تا  عدد المتغيرات )

 للمتغيرات تما رأينا سابقا مي  ةمتغيرات م  أو  التمت  م  ح  ما  المعادإت وطرج التصفير الممتن
2

n+m
 = 2

3
 =8 

 ي السابج تإ ح  طرج التصفير الممتنة للمتغيرات الثمانية ومنها تةإ التوصة  الةى الحة  ألأمثة  , لتة  يمتة  تقلةيص 
 أحتماإت التصفير إلى

 
 
 

  ل  نسبة الح  بعد التقليص مقارنة مع الح  الأصلي مي  وبالك
 

 أ  احتمالية التصفير بشت  عاإ للودو  المختصر مي 
n=2    ,   m=1 

I-    if i≤n 

 

 

II-    if i=n+1 

011   jijii sx  

j= 1,….,m, i= 2,….,n 

 

 وبالك سيتو  الودو  المختصر تالأتي:
 
 
 
 
 
 
 

 و  المختصر  ل  الح  الأمث  سيتو  وعند الح  و ج الود
x1

*
 = 0   ,    x2

*
 =50   ,  Max  z =3.941 

أ  ماا الح  مطةابج لحة  المسةللة نفسةها بطريقةة السةمبلتس وتةالك مطةابج للحة  بطريقةة إتةرانج قبة  اختصةار الحة  
 λ1= 3, λ2=4م روبات إترانج مي  إوقي الماتور

 .إ الظ   ي ودو  طريقة السمبلتس لقي ةوما  القيإ مطابقة للقيإ المتتام
مةة  اوةة  بيةةا  تفةةاءة الطريقةةة المطةةورة نةةاتر امثلةةة تو ةةيحية اخةةرى لتننةةا سةةنتتفي بةةاتر عةةدد احتمةةاإت التصةةفير لتةة  

 والمطورة عند مقارنة النتااج واإمثلة التي ناترما تالأتي:  ةمثا  بالطريقتي  اإعتيادي

2131
!2!*1

!3
1

1
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1

1

12
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 (3.1.1) جلول
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 2 مثا 
 

 

 

 

s. t.: 6x1 + x2 ≤ 60     

             x1 +3x2 ≤ 80 

             x1 ,  x2 ≥ 0 

 

 1مثال 

627

534

21

21






xx

xx
zMax 

s. t.:      2x1 + 5x2 ≤ 55 

                8x1+ 5x2 ≤ 45 

                5x1+ 6x2 ≤ 33  

                 x1 , x2 ≥ 0  

 1مثال 

6532

5964

321

321






xxx

xxx
zMax 

s. t.:      2x1 + 5x2+5x3 ≤ 60 

                8x1+ 5x2-7x3 ≤ 20 

                 x1,x2,x3≥ 0                                                                          
    النتااج  مناقشة  -3               

        

 إحصائية 3.1-
 إترانج المطورة ممثلة بالودو  الأتي:تانت حصيلة الح  لوميع الأمثلة السابقة بطريقة إترانج و 

 

 

 

 

 

 

 

 

 النتااج المستخلصة -3.2
أمةةةإ الم حظةةةات واإسةةةتنتاوات التةةةي تةةةإ التوصةةة  إليهةةةا مةةة  خةةة   حةةة  مسةةةاا  البرموةةةة التسةةةرية  انةةةاتر منةةة         

 بطريقة إترانج اإعتيادية وطريقة إترانج المطورة .
تياديةةةة التةةةي تانةةةت تسةةةتخدإ لحةةة  مسةةةاا  البرموةةةة ال خطيةةةة بحيةةةث تةةةإ تةةةإ تطةةةوير طريقةةةة م ةةةروبات إتةةةرانج اإع1-

 استخداإ ما  الطريقة  ي ماا البحث لح  مساا  البرموة التسرية الخطية  

1052

12310

21

21






xx

xx
zMax
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إلى اإشتقاقات التفا لية الطويلة التةي تانةت  جإ  طريقة إترانج المطورة تت م  صيغ ريا ية بسيطة وإ تحتا  2-
أ  قيإ الظ  المووودة  ي ودو  طريقة م روبات إترانج المطورة مي نفةس  اإعتيادية وتستخدإ  ي طريقة إترانج 

 قيإ الظ  المووودة  ي ودو  السمبلتس.

بحيةث  إ  تطوير طريقة إترانج ساعد  ي اختةما  الوقةت مة  خة   اختةما  العمليةات الحسةابية وطةرج التصةفير -  3
% مة  وةدو  الحة  الأصةلي 70ر أق  يص  أحياناً إلةى أقة  مة  أصبحت الطريقة المطورة تت م  ودو  طرج تصفي

. 

استخداإ طريقة إترانج المطورة يت م  ح  معادإت أنية وإ يحتاج إلى استخداإ خوارممية تتطلب التثير مة   أ 4 -
 الحسابات والوداو  تما مو عليه  ي طريقة السمبلتس م  او  الوصو  إلى الح  الأمث  .

معادإت ت  طريقة تصفير وارد  ي وةدو  طةرج التصةفير المختصةرة إلةى وةمأي  بحيةث أاا تانةت أمت  توماة ح  5-
(    داع إلى تتملة حة  موموعةة معةادإت الوةمء الثةاني ومةاا يختةم  التثيةر Maxقيإ الومء الأو  سالبة )  ي حالة 

 م  الح  .
سك  ساعد متخا القرار   ي ح  أي مشتلة  يمت  برموة طريقة إترانج وطريقة إترانج  المطورة  بلغة  يوو  بي 6-

 صياغتها تمسللة برموة تسرية وعرض متغيرات المسللة ووداو  الح  لها  بطريقة أتثر ترتيب  .
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Abstract 

 
        In this paper Lagrange’s method was used to solve Fractional linear  programming 

problems and then developed this method  by using mathematical forms by which it can 

be possible to find the solution without using complex derivations. Thus we can avoid  a 

lot of derivations and summarize the number of probabilities of eradicating some of the 

changeable items which had rapidly got to the optimal solution . The research  also 

includes programs written with Visual Basic language (Microsoft  Visual Basic 6.0), 

represented the Lagrange’s method and development Lagrange’s method  to get agood 

forms and solution of  Fractional linear  programming problems , to help decision   maker  

to find optimal solution  of this problems by development manner with advanced  

language and important present programming languages  . 

 


